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Prélude : quelques exemples 

illustratifs



Ce code contient une erreur !

}Calcul de la valeur absolue dõun nombre en langage C

int z_abs_x(const int x) 

{ 

int z; 

if (x < 0) 

z = -x; 

else /* x >= 0 */

z = x; 

return z; 

}



Ce code contient une erreur !

}Calcul de la valeur absolue dõun nombre en langage C

int z_abs_x(const int x) 
{ 

int z; 
if (x < 0) 

z = -x; 
else /* x >= 0 */

z = x; 
return z; 

}

}Solution : si x = -231 ?

} 231nõexiste pas, seulement 231-1



Un autre exemple, en Java

}Recherche par dichotomie dans un tableau trié
} public static int binarySearch(int [] a, int key) {

int low = 0;
int high= a.length- 1;

while (low <= high) {
int mid = (low + high) / 2;
int midVal= a[mid];

if (midVal< key)
low = mid + 1

else if (midVal> key)
high= mid - 1;

else
return mid; // key found

}
return -(low + 1); // keynot found.

}



Un autre exemple, en Java
} Recherche par dichotomie dans un tableau trié
} public static int binarySearch(int [] a, int key) {

int low = 0;
int high= a.length- 1;

while (low <= high) {
int mid = (low + high) / 2;     // dépassement si low + high> 231-1
int midVal= a[mid];

if (midVal< key)
low = mid + 1

else if (midVal> key)
high= mid - 1;

else
return mid; // key found

}
return -(low + 1); // keynot found.

}

} Solution
} 6:   int mid = low + ((high- low) / 2); 

} Problème
} Bug présent de le JDK de Sun ! Il a impacté des utilisateurs

} http://googleresearch.blogspot.com/2006/06/extra-extra-read-all-about-it-nearly.html
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Introduction générale

òProgram testing can be used to show the presence of bugs, but 

never show their absenceó ðEdsgerW. Dijkstra



Que sont les méthodes formelles ?

}Principe des méthodes formelles

}Utiliser les mathématiquespour concevoir et si possible réaliser 
des systèmes informatiques

}Spécificationformelle / Vérificationformelle / Synthèseformelle

}Avantage : non ambigüité des mathématiques !

}Objectif global : améliorer la confiance !

}Dans le logiciel et le matériel

}« Program testing can be used to show the presence of bugs, but never 

show their absence» ðEdsgerW. Dijkstra

}Pas une «silverbullet» !

}« Beware of bugs in the above code; I have only proved it correct, not 

tried it. » ðDonald E. Knuth (in TeXsource code)



Approche générale

}En plusieurs étapes

1. Spécifierle logiciel en utilisant les mathématiques

2. Vérifiercertaines propriétés sur cette spécification

} Corriger la spécification si besoin

3. (parfois) Raffinerou dériverde la spécification un logiciel 
concret

4. (ou parfois) Faire un lienentre la spécification et (une partie 
dõ) un logiciel concret

} De nombreux formalismes (pour le moins !)
}Sp®cification alg®brique, Machines dõ®tat abstraites, 

Interprétation abstraite, Model Checking, Systèmes de types, 
D®monstrateurs de th®or¯mes automatiques ou interactifs, é

}Nous en présenterons certains par des exemples



Pourquoi utiliser des méthodes formelles ?

}Re-formuler la spécification en utilisant les 

mathématiques force à être précis

}Un moyen dõavoir des spécifications claires

}On explicite le «quoi» mais pas le «comment»

}Au passage : aussi crucialdõexpliciter le çpourquoi», documentez !

}Avec des outils automatiquesou des vérifications 

manuelles, fournir des preuves de fiabilité

} 60 à 80% du coût total est la maintenance(source Microsoft)

}20 fois plus cher de g®rer un bug en production plut¹t quõen 

conception

}Exemples célèbres : Pentium FDIV bug (Jan. 1995,  pre-tax charge of $475 

million for Intel),  Therac25 (5 morts),  Ariane501 (~$220 million), é



Peut -on utiliser les méthodes formelles ?

}La maturitédes outils et leurs usages sõest beaucoup 

amélioré ces dernières années

}Pas besoin dõavoir une th¯se pour les utiliser

}Exemple : ingénieurs de ClearSy(Méthode B)

}Mais certains sont toujours très complexes

}La plupart des outils sont disponibles gratuitementet/ou 

librement

} http://gulliver.eu.org/wiki/FreeSoftwareForFormalVerification

} http://www.atelierb.eu/php/telecharger-atelier-b-fr.php
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Comment les appliquer ?

}Quel est votre problème? Quõest-ce que vous voulez 
garantir?

}Trouver une méthode formelle qui corresponde

}ë votre domaine dõapplication

}À vos problèmes

}À vos contraintes de temps et de coûts

}é

}Comment les mettre en ïuvre ?

} Les intégrerà votre cycle de développement

}Retour à moyen/long terme

}Par ex. : mettre à jour la spécification formelle quand la spécification 
ou le système réalisé changent

}Prendre les conseils dõun expertdans la méthode choisie



Une grille de lecture des technologies

}Domainesdõapplication / Problèmespossibles

}Quand utiliser cette approche ? Points sensibles à regarder

}Niveau dõexpertise/ Niveau dõintervention

}Nul (cliquer un bouton) / Moyen (écrire une specformelle) / 

Elevé (faire une preuve)

}Que faut-il faire (mod¯le, annotations, propri®t®s, é) ?

}Couverturedu cycle de développement / Fidélité au logiciel

}À quelles étapes du cycle de développement ?

}Vérifications sur un modèle du logiciel ou le logiciel lui-même ?

}Disponibilitédes outils / Niveau dõautomatisme

}Expressivité: quõest-ce que je peux prouver ?



Utile le formel ? (1/3)

}Le formel est vraiment utile? Juste un exempleé

} http://esamultimedia.esa.int/docs/esa-x-1819eng.pdf
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Utile le formel ? (2/3)

}Cha´ne dõ®v®nements techniques

Exception à

lõex®cution



Utile le formel ? (3/3)

}Cha´ne dõ®v®nements techniques

[é]

[é]

Cause  

informatique 

de lõexception

Problème de

spécification

Pourquoi 

lõerreur sõest 

propagée



Recommandations pour Ariane 501

}Plus de tests!

}Plus de formel(implicitement) !

} Utilisation dõanalyse abstraite (PolySpace,  Alain Deutsch)



Analyse abstraite



Analyse abstraite : ASTRÉE

}ASTRÉE

}Nov. 2003, prouve entièrement automatiquementlõabsence de 

toute erreur ¨ lõex®cution(RunTime Errors) sur le logiciel de 

contr¹le de vol primaire de lõAirbus A340 ¨ commandes de vol 

électriques

}132.000 lignes de C

}1h20 sur un PC 32 bits 2,8 GHz (300 Mo de mémoire)

}Bas®e sur lõinterprétation abstraite

}Approximationsfaites sur la sémantique du langage C

}Signale toutesles erreurs possibles(division par zéro, débordement de 

tableau, é)

}Parfois signale des erreurs qui nõen sont pas (fausses alarmes)



Analyse abstraite : outils

}Outils commerciaux

}Astrée : http://www.absint.de/astree/

}V®rification des logiciels embarqu®s dõAirbus

}Polyspace: http://www.mathworks.com/products/polyspace

} Issu des vérifications pour Ariane 502

}Outils libres

}Frama-C : http://frama-c.com

}Framework plus g®n®ral dõanalyse et de preuve sur du code C

http://www.absint.de/astree/
http://www.mathworks.com/products/polyspace
http://frama-c.com/
http://frama-c.com/
http://frama-c.com/


Analyse abstraite : aperçu

}Un exemplestupide : le signe dõun calcul
} Sign(x) = -1 si x < 0, +1 sinon

} Sign(x * y) = Sign(x) * Sign(y)      Sign(x / y) = Sign(x) / Sign(y)

} Sign(x + y) = ? Sign(xðy) = ?       approximations

}Analyse abstraite
} Allerde lõespace du programme dans un espace abstrait

}Faire lõanalyse: d®terminer le signe dõune expression, nul ou pas, non 
d®passement des bornes dõun tableau, etc.

} Projeterles r®sultats de lõanalyse dans le programme initial

}Fondement théorique plus compliqué 
} Utilisation de fonctions monotones sur des treillis, de connections de 
Galois, é

}Garantir que lõanalyse est valide
}Tout ce qui est d®montr® dans lõabstraction lõest aussi sur le vrai syst¯me



Analyse abstraite : grille de lecture

}Domaines dõapplication / Probl¯mes possibles

}CodeAda / C / C++. Vérifier les fausses alarmes

}Niveau dõexpertise : Nul

}Niveau dõintervention : 

} sur le code source final, annotations

}Couverture du cycle de développement / Fidélité

}Appliqué sur le code final, après chaque changement

}Disponibilit® des outils / Niveau dõautomatisme

}Plusieurs outils disponibles, analyses automatiques

}Expressivit® : quõest-ce que je peux prouver ?

}Certaines classesde propriétés : non division par zéro, accès 
hors bornes, d®passement de capacit®, é



Model checking



Model checking : SPIN

}Switch PathStar(Lucent Technologies)

}Vérification logique du logiciel de gestion dõappel dõun switch
commercial voix / données

}Par ex. mise en attente, mode conférence, etc.

}Extraction de modèle à partir du code ANSI-C original de 
lõapplication puis v®rification sur le mod¯le

}V®rification dõenviron 80 propri®t®s ®crites en logique 
temporellelinéaire

}Un cluster de 16 processeurs utilisé pour faire les vérifications chaque 
nuit, pendant une période de plusieurs mois avant mise sur le marché

}Autres utilisations

}V®rification dõalgorithmes pour des missions spatiales

}DeepSpace1, Cassini, the Mars Exploration Rovers, DeepImpact, etc.



Model checking : aperçu

}Mod¯le dõun syst¯me avec étatset transitions gardées : 
automates

}Vérifier des propriétés temporellessur ce modèle

}Utilisation dõune logique temporelle(Í temps r®el)

}Plusieurslogiques temporelles !

} LTL (LinearTemporal Logics), CTL*, PLTL, MITL, ITL, AT, DC, DC*, é

}Différences : alternatives, temps quantifié, continu, dense

}Plusieurs façons de vérifier le modèle

} Énumérationdes états : SPIN, Murphi, é

} Symbolicmodel checking: Lustre, Scade, NuSMV, é

}Considère simultanément un ensemble dõ®tats

}Outils libres et commerciaux

} Spin, Scadesuite, NuSMV, Uppaal, é



Exemples en logique temporelle

}Logique booléenne classique

} « ¬ »: non, « »: et, « »: ou, « »: pour tout, « »: il existe

}Opérateurs temporels : X, F, G, U, é

} « XP» : P vérifiée au prochain état(neXt). Ex. : P X(¬P)

} « FP» : P vérifiée dans le Futur

} « GP» : P vérifiée Globalement

}G(alert F stop)

}À tout moment (G), un ®tat dõalerte est suivi par un ®tat dõarr°t dans un 

état futur(F)

} « P1 U P2 » : P1 est vérifiée jusquõ¨(« Until ») ce que P2 soit vérifiée

}G(alert (alarmU stop))

}À tout moment (G), une alerte déclenche immédiatement( ) une alarme 

jusquõ¨ (U) ce que lõ®tat stop soit atteint



Model checking : exemple en SPIN

}SPIN : modélise des systèmes distribués et parallèles

}Processus, variables partagées et canaux de communication
mtype = { free, busy, idle, waiting, running };

show mtype h_state= idle;

show mtype l_state= idle;

show mtype mutex= free;

active proctype high()  /* can run at any time */

{

end:    do

:: h_state= waiting;

atomic { mutex== free -> mutex= busy };

h_state= running;

/* critical section - consume data */

atomic { h_state= idle; mutex = free }

od

}

active proctype low() provided (h_state== idle) /* scheduling rule */

{

end:    do

:: l_state= waiting;

atomic { mutex== free -> mutex= busy};

l_state= running;

/* critical section - produce data */

atomic { l_state= idle; mutex = free }

od

}

/*

* Models the Pathfinder scheduling algorithm and explains the

* cause of the recurring reset problem during the mission on Mars

*

* There is a high priority process, that consumes

* data produced by a low priority process.

* Data consumption and production happens under

* the protection of a mutex lock.

* The mutex lock conflicts with the scheduling priorities

* which can deadlock the system if high() starts up

* while low() has the lock set.

* There are 12 reachable states in the full (non-reduced)

* state space -- two of which are deadlock states.

* Partial order reduction cannot be used here because of

* the 'provided' clause that models the process priorities.

*/

Attendre

Faire
(avec entrelacement)



Model checking : Scade Suite (A3xx)

État initial

Expressions

en parallèle

Transitions

guardées



Model checking : grille de lecture

}Domaines dõapplication / Probl¯mes possibles
} Matériel(formules booléennes) et logiciels concurrents

}G®rer lõexplosion des états

}Niveau dõexpertise : moyen
} Écrire une spécification formelle mais vérification automatique

}Niveau dõintervention : 
} Sur un modèledu système, plutôt en phase de spécification

}Couverture du cycle de développement / Fidélité
} Modèle abstrait en conception : lien manuel avec les spécifications

} Modèle extrait du code final / Code dérivé du modèle (Scade)

}Disponibilit® des outils / Niveau dõautomatisme
} Outils commerciaux et libres. Vérifications entièrement automatiques

}Expressivit® : quõest-ce que je peux prouver ?
} Propriétés temporelles, violation dõassertions



Logique de Hoare



Logique de Hoare : la Méthode B

}Ligne de métro 14 sans conducteur à Paris

} Environ 110.000 lignes de modèle B ont été écrites, générant environ 
86.000 lignes de code Ada

} 10 à 50 erreurs pour 1.000 ligne de code dans un logiciel classique

} Aucun bugs trouvés après les preuves

}Nilors des tests dõintégration, des tests fonctionnels, des tests sur site ni 
depuis que la ligne est en opération (octobre 1998)

} Le logiciel critique est toujours en version 1.0, sans bug détecté jusque là 
(en 2007)

}Méthode B

} Construction de logiciels correctspar construction

}Proposée par Jean-Raymond Abrial

} Raffinerune spécification abstraite

}En utilisant la logique de Hoare



Logique de Hoare : aperçu

}Logique de Hoareou triplets de Hoare : {P} C {Q}

}Règles logiques pour raisonnersur la correction dõun 
programmeinformatique

}P : Précondition, C : Commande, Q : Post-condition

}Si P est vraie, alors Q est vraie après exécution de la commande C

}Calcul de P : calcul de la plus faible pré-condition

} La terminaisondoit aussi être prouvée

}Preuves statiques : vraies pour toutes les exécutions !



Logique de Hoare : exemple Frama -C

}Frama-C / Jessie : logique de Hoaresur du vrai code C

}Utilisation de démonstrateurs automatiques(SMT solvers) pour 

les preuves en utilisant Why

} Invariant de boucle

}Construction 

progressivede 

la propriété

requise

/*@ requires 1 < num_candidates&& num_candidates< MAX_CANDIDATES;

assigns \nothing;

ensures \result >= 1 && \result < num_candidates;

ensures \forallinteger i;

1 <= i < num_candidates==> counters[\result] >= counters[i];

*/

int compute_winner(void )

{

int i, winner;

winner = 1; /* "No vote" is NOT taken into account */

/*@ loop invariant 2 <= i && i < MAX_CANDIDATES;

loop invariant \forallinteger j;

1 <= j < i ==> counters[winner] >= counters[j];

loop invariant winner >= 1 && winner < num_candidates;

*/

for (i = 2; i < num_candidates; i++) {

if (counters[i] > counters[winner]) { winner = i; }

}

return winner;

}

counters

0 12

1 5

2 15

3 10

Ŷi

\result = winner = 2

counters[winner] Ó

counters[j]
j



Exemple Frama -C : preuves automatiques



Exemple dõoutil : Atelier B



Logique de Hoare : grille de lecture

}Domaines dõapplication / Probl¯mes possibles

} Convient à tous types de programmes

} Parfois difficile dõexprimer les assertions logiques (par ex. boucles)

}Niveau dõexpertise : moyen ¨ ®lev® / Niveau dõintervention 

} Écrire une spécformellepuis vérification automatiqueou manuelle

}Couverture du cycle de développement / Fidélité

} Sur du code final (ex. Frama-C, SPARK Ada)

} Modèle formel dérivé en code final (Méthode B)

}Disponibilit® des outils / Niveau dõautomatisme

} Outils commerciaux et libres.  Automatique et manuel

}Expressivit® : quõest-ce que je peux prouver ?

} Toutes propriétés sur les états (pas de propriétés temporelles)



Note sur les SMT solvers

}SatisfiabilityModulo Theories (SMT) solver

}Satisfiability:  v®rifier quõune formule peut °tre satisfaite

}Modulo Theory: présupposéssur lõarithm®tique, les tableaux, les 

types de donn®es alg®briques, é

}En dõautres termes : v®rifier que lõon peut trouver une solutionà 

une formule booléenne

}Outils entièrement automatiques

}Vérifie ou échoue (erreur ou timeout)

}Z3, CVC3, Alt-Ergo, Yice, é
(* first-order logic *)

type t

logic c : t

logic f : t -> t

logic p,q: t -> prop

goal fol_1 : ( x:t. p(x)) ¬p(c)

goal fol_2 : ( x:t. p(x)  q(x)) ¬p(c) ¬q(c)

(* equality *)

goal eq_1 : p(c) ¬ x:t. x=c ¬p(x)

(* arithmetic *)

goal arith_1 : x:int. x=0 ¬x+1=1

goal arith_2 : x:int. x < 3 ¬x <= 2

(* propositional logic *)

logic A,B,C : prop

goal prop_1 : A ¬A

goal prop_2 : (A or B) ¬(B or A)



Démonstrateurs interactifs de 

théorèmes



Démonstrateurs interactifs : seL4

}seL4 : micro-noyau

}D®finition formelle dõun spécification abstraite

}Signification de la correction du noyau

}Description de ce que fait le micro-noyaupour chaque entrée 

(trapinstruction, interruption, é)

}Mais pas nécessairement commentcõest fait

}Preuvemathématique que la réalisation en C correspond 

toujours à la spécification

}Dans lõassistant de 

preuve Isabelle/HOL



Démonstrateurs interactifs : Compcert

}Compcert : un compilateur Ccertifié http://compcert.inria.fr/

}G®n¯re de lõassembleur PowerPC et ARM ¨ partir de Clight, un 

large sous-ensemble du langage C

}Principalement ®crit dans le langage de lõassistant de preuve Coq

}Sa correctiona été entièrement prouvé dans Coq

}Correction = assembleur généré est sémantiquement équivalent au 

source initial

http://compcert.inria.fr/


Compcert : performances

}Performancesde compcertproche de gcc ïO1

}Correction ne veut pasdire mauvaises performances !



Démonstrateurs interactifs : aperçu

}Outils pour faire un raisonnement proche du 

raisonnement mathématique

}Coq, PVS, Isabelle, HOL, é (assistants de preuves)

}Permet dõexprimer des propriétés complexes

}Ex. : v®rifier les r¯gles de preuve de lõAtelier B (M®thode B) 

dans Coq (travail BiCoq)

}La logique utilisée est non décidable

}Donc lõutilisateurest nécessaire pour faire les preuves



Utilité de la logique constructive

}Certains assistants de preuve utilisent une logique 

constructive(par ex. Coq)

}Une preuve montre comment construire lõobjet math®matique 

recherch® (en plus de dire quõil existe)

}Approche générale : isomorphisme de Curry-Howard

}Une preuve est un programme, la formule quõelle prouve est 

un type pour ce programme

}On peut extraireun programme dõune preuve

ɚ-calcul Logique Programmation

Type Formule Spécification

Terme Preuve Programme

x˂. x+1 : int Ÿ int

terme type



Démonstrateurs interactifs : grille de lecture

}Domaines dõapplication / Probl¯mes possibles

} Convient à tous types de domaine. Haut niveau de confiance

} Parfois difficileà utiliser

}Niveau dõexpertise : ®lev® / Niveau dõintervention 

}Besoin de tout sp®cifier et de prouver dans lõassistant de preuve

} Utilisable du plus abstrait(logique) au plus concret(compilateur C, é)

}Couverture du cycle de développement / Fidélité

} Cible principalement les modèles formels et leurs raisonnement

} Utilisations produits:  compcert, seL4, JavaCardchez Gemalto

}Disponibilit® des outils / Niveau dõautomatisme

}Beaucoup dõoutils libres. Usage principalement manuel

}Expressivit® : quõest-ce que je peux prouver ?

} Prouver toustypes de propriétés



Pour finir



Formalismes omis

} Il y a beaucoupdõapproches et outils formels !

}Cette pr®sentation nõest pas exhaustive

}Langages de spécification algébriqueset ensemblistes

} Z, VDM, Alloy, ACT-ONE, CLEAR, OBJ, é

}Algèbresconcurrenteset autres formalismes concurrents

} CSP, CSS, ProcessAlgebra, Ø-calculus, é

} Lotos, Petri Nets, Unity, Event B, TLA+, langages synchrones, é

}Systèmes de types

} Utilisés dans certains langagesde programmation comme OCaml, 
Haskell, é

}Permettent dõévitercertaines classesde bugs (si bien utilisés)

}Par ex., conserver la structure de structures de données, éviter de 
m®langer des entiers ayant un sens diff®rent, é



Conclusion (1/2)

}Méthodes formelles

}Un excellent moyen pour améliorerla qualitédu matériel et 
logiciel

}Pas la réponse à tout mais une bonne réponse

}Pas seulement pour des systèmes critiques !

}Beaucoup dõapproches !

}Approches principales: Interprétation abstraite, Model checking, 
Logique de Hoare et Démonstrateurs interactifs

}Certaines sont faciles, dõautres plus difficiles

}De entièrement automatiques à entièrement manuelles

}Utilesmêmes si elles ne sont pas complètements employées

}Même une seule spécification formelle est utile !

Ã IBM CISC information system update :  -9% coûts dév. ,  ÷ 2.5 bugs



Conclusion (2/2)

} Intégrezles méthodes formelles dans vos développements

} Comme les tests, un outilde plus

}Obligatoiresdans certains domaines : ferroviaire, a®ronautique, é

} Avoir un expertsous la main pour bien les utiliser

}Projets libres, conseils sur les listes de diffusion !

}Beaucoup dõoutils sont disponibles

}Dont la plupart sont Libres et/ou gratuits

}Posez-moi des questions: dmentre@linux-france.org

}Dans un futur (si ?) lointain

} «We envisiona world in whichcomputer programmersmakeno 
more mistakesthanother professionals, a world in whichcomputer 
programs are alwaysthe mostreliablecomponents of anysystem or 
device.»
ðC.A.R. Hoare et al., VerifiedSoftware Initiative Manifesto

mailto:dmentre@linux-france.org
mailto:dmentre@linux-france.org
mailto:dmentre@linux-france.org
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Exemple dõutilisation la

Méthode B



Exemple Méthode B : essence dans un 

réservoir
}R®servoir dõessence : estimer son niveau

} Niveau initial : 2 capteurs à ultrasons

}Minimum de 2 valeurs
min(m1, m2)

} À chaque cycle : débitmètres

}Niveau courant = soustraire le maximum de 
3 débitmètres
current = old ïmax(m1, m2, m3)

}Propriété de sureté : currentÒ warning status= LOW_LEVEL

}Architecture logicielle
} fuel0 : specificationprincipale

} 2 opérations : compute_initial_level

et compute_remaining_fuel

} measure : lecture des capteurs

} utils : opérations maximum et minimum

} ctx : contexte, constantes and valeurs symboliques



Exemple Méthode B : démonstration !
}Specificationformelle dans fuel0 et utils

} Formulation déclarative: le «quoi » et pas le «comment»

} Définition des propriétés de sureté comme des invariants

}Réalisations formelles dans fuel0_i et utils_i

} Le «comment»

}Preuves
}G®n®ration automatique dõobligations de preuves (Proof Obligations  

PO)
}Exemples de PO

} Preuve automatique: F0

} Preuve manuelle
}Exemples

}Comment les erreurs sont trouvées (erreur de signe dans 
compute_remaining_fuel )

}Autres outils
} Architecture du projet, éditeur, statistiques (machine et projet), ligne 
de commande, é



Exemple dõerreur
}Erreur de signe dans compute_remaining_fuel

}compute_remaining_fuel .PO22, nous devons prouver :
} "`Local hypotheses '" &

é

not ( max({m1$1,m2$1,m3$1}) + 1 Ò estimated_level $1 ) &

é 

"`Check operation refinement - ref 4.4, 5.5'" 

=>

estimated_level $1 - max({m1$1,m2$1,m3$1}) 0.. TANK_CAPACITY

} Impossibleà prouver !
} not( max({m1$1,m2$1,m3$1}) + 1 Ò estimated_level $1 )

ė

max({m1$1,m2$1,m3$1}) + 1 > estimated_level $1

ė

max({m1$1,m2$1,m3$1}) Ó estimated_level $1

ė

estimated_level $1 - max({m1$1,m2$1,m3$1}) Ò 0
Contradiction !


